Kombinatorika

Fogalom

A matematika egyik legfurfangosabb része, sokszor nevetségesen egyszerinek hangzo
kérdésekkel, mégis konnyen el lehet veszni a megolddsban. Ebben a témakdrben a feladatok
altalaban igy kezdddnek: hanyféleképpen? Hanyféleképpen rakhatjuk sorba, valaszthatjuk ki,
szinezhetjiik ki, irhatjuk le, ...

Ami k6z06s, hogy mindig van véges darabszdmu valamink (pl.: kértya, kdnyv, dij, levél, szam,
ajandék, ...), ami kozlil néhanyat kivalasztunk. Lehet, hogy a kovetkezd huzas eldtt
visszatessziik az el6zdleg valasztottat, lehet, hogy nem. Lehet, hogy fontos, milyen
sorrendben valogattuk ki a targyainkat, lehet, hogy nem. Ez tehat a kombinatorika.

Nagyon sok lehetség van, azonban a feladatok tobbsége hat tipusba sorolhatd, ezeket néha
tisztan fel lehet ismerni a feladatban, néha azonban kicsit 6sszekeverednek.

Jelolés

Most nem annyira a jelolésekkel foglalkozunk, hanem a jatékszenvedéllyel. Ezekben a
feladatokban gyakran feltételezik rélunk, hogy megrogzott szerencsejatékosok vagyunk, ezért
jobb, ha tisztdban vagyunk bizonyos dolgokkal.

Szabalyos pénzérme: Mezei pénzérme, aminek feldobasaval szoktdk eldonteni, pl. hogy ki
kezdjen. Az érme egyik oldalat fejnek, a masik oldalat irasnak hivjuk. Hogy melyik hogyan
néz ki, az itt most érdektelen. Egyforman esélyes a fej és az iras dobasa.

Szabalyos dobékocka: A hat oldaldn 1-t6l 6-ig vannak a szamok, a szemben levd szamok
osszege mindig 7. (1-6, 2-5, 3-4) Barmelyik értéket egyforma eséllyel dobhatjuk ki.

Magyar kartya: 32 lapos, 4 szin (zold, piros, makk, tok) és szinenként 8 figura (also, felsd,
kiraly, asz, hetes, nyolcas, kilences, tizes).

Francia vagy romi kartya: 52 lap, 4 szin (karo, kor, pikk és treff), minden szinbdl 13 lap
(Asz,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Jumbo, Dama, Kiraly)

Otoslotto: 1-t31 90-ig szamozott golyok, ezek koziil hiiznak ki 5 darabot, a sorrend nem
érdekes.

Totd: 13 mérkdzésrdl kell elére megtippelni, hogy ki fog nyerni: 1, ha az otthoni csapat nyer,
2, ha a vendég csapat nyer, X, ha dontetlen lesz. Vannak még pluszmérkdzések is, de a
kombinatorika példak altalaban ezzel nem térodnek.

Tulajdonsagok, definiciok

Ismétlés nélkiili permutacio

n db kiilonbozd dolgot kell az dsszes lehetséges mddon sorba rakni. Egy ilyen sorba rakast
hivunk egy permutacionak. A sorrend valtoztatgatasat hivjuk permutalasnak. A permutaciok
szdmat egyszerlien megkapjuk: n-t6l kezdve szorozzuk 0ssze az egész szamokat egyesével
lefelé haladva, amig az egyet el nem érjiik.

Példaul: hanyféle sorrendben irhatjuk le az XYZ betiiket? 3 betii, akkor 3*2*1=6, vagyis
hatféleképpen. (XYZ, XZY, YXZ, YZX, ZXY, ZYX)

Mivel kicsivel is nagyobb szdmoknal nehézkes ezt a fajta szorzast jeldlni, ezért kitalaltdk a
faktorialist.

n!=n*(n-1)*(n-2)*...*2*1, aholn € Z*

Példaul 5!=5%4*3*2*1=120

Megjegyzés: a legtobb zsebszamologép 69 faktorialisat tudja még kiszamolni, a hetvenét mar
nem.



Ismétléses permutacio
Itt is n dolgot kell az 6sszes lehetséges modon sorba rakni, de nem mind kiilonb6zoek, hanem
vannak kozottiik egyformdk, viszont pontosan tudjuk, hogy melyikbdl és mennyi. Ugyanugy
szamolunk, mint az eldbb, csak itt az egyformak darabszaménak faktorialisai bekeriilnek a
nevezdbe.
Példaul: rakjuk sorba a MATEMATIKA sz6 betiiit. Rakjunk rendet a betiik kdzott:
AAAEIKMMTT, az egyformak darabszdma tehat 3, 2 és 2 (A, M, T), dsszesen pedig tiz beti,
igy az eredmény:
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Ismétlés nélkiili kombinacioé
n kiilonb6zé dolog koziil kell kivalasztanom k darabot, de nem érdekel a kivalasztas
sorrendje, viszont, ha egyszer valakit kivalasztottam, azt tobbet nem valaszthatom. Tipikus
példaja az o6toslottd. 90 szambdl kivalasztok 6t darabot, de a huzas sorrendje nem érdekes,
csak az 6t kihuzott szam, és minden szdmot csak egyszer huzhatok ki. (A szelvény kitoltése
feldl is nézhetjiik: 6t szamot kell beikszelni, de mindegy milyen sorrendben teszem és egy
szamot csak egyszer ikszelhetek be.)
Egy ilyen kivalasztast hivunk egy kombinacionak és az dsszes lehetséges kombinaciok szdma

érdekel. A legegyszeriibb jelolése a végeredménynek: %ZE (ejtsd: en alatt a ka). Vigyazat
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nincs tortvonal, bar ez a jelolés egy tortet takar: %Z E= K = kol
A lotténal maradva az eredmény tehat go EZ 20 __ 43 949 268.
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Megjegyzés: a zsebszamologépeken ezt a funkcidt egy nCr feliratih gomb latja el, azonban, ha
a gép szigorian definici6 alapjan szamol, akkor a kilencven alatt az 6t gondot fog okozni,
ugyanis korabban lattuk, hogy mar 70 faktoridlisat sem tudja a gép kiszamolni. Okosabb
gépek elébb egyszertisitik a tortet és csak utdna szorozgatnak. Erdemes kiprobalni, hogy a
sajat gépiink mennyire ,,0kos”.

Ismétléses kombinacio

n kiilonb6zé dolog koziil kell kivalasztanom k darabot, de nem érdekel a kivélasztas
sorrendje, és fiiggetleniil attol, hogy egyszer valakit mar kivalasztottam, legkozelebb ismét
valaszthatom. Nem is olyan konnytl életszagu példat taldlni. Harom darab szines goly6 van
egy urnaban. Kett6t hizok egymds utan, de az elsé huzést kovetden visszateszem a golyot.
Hény szindsszeallitast htizhatok ki? Szerencsére ezt fejben is 0ssze tudjuk szdmolni. Harom
szin kell: piros, kék, zold.

PP, PZ, Pk, zz, zk, kk azaz Osszesen hat szindsszeallitas lehetséges. Itt is van persze altalanos

n+ k-1 . 3+2-1 4
képlet: E & E, jelen esetre alkalmazva H 5 E: HZH: 6

Megjegyzés: érdekes, hogy ezt sem kozépiskoldban, sem felsébb szinten nem szokas szdmon

kérni, de még csak azt sem szoktuk megkdvetelni, hogy a hallgaté raismerjen erre az esetre.
Ertehetetlen...



Ismétlés nélkiili variacio

Ugyanaz, mint a kombindacio, csak itt mar az is szamit, hogy milyen sorrendben véalasztjuk ki
az illeté dolgokat, és egyeldre itt sem lehet ugyanazt tobbszor valasztani. Példaul egy
versenyen az elsé harom helyezettet dijazzak, nem mindegy, ki lesz az elso €s ki a harmadik.
Legyen, 6sszesen mondjuk tiz versenyz6. Hany kiillonb6z6 dijkioszto lehetséges?

Ez els6 dijat kaphatja 10 versenyzd, a masodikat mar csak kilenc, migy a harmadikat mar csak
nyolcféleképpen vélaszthatjuk ki. Ez 6sszesen 10%9*8 lehetdség. A korabbi jeloléseket
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Ismétléses variacio

n db kiilonb6zo dolog, k darabot valasztunk, érdekel a sorrend €s egy dolgot tobbszor is ki
lehet vdlasztani: Tipikus példa: totdo. Harom dolog koziil kell valasztani (1, 2, x)
tizenhadromszor (az ismétlés tehat elkeriilhetetlen) és szamit, hogy az elsé mérkozést tippelem
dontetlenre vagy a negyediket. Minden alkalommal haromféleképpen donthetek, ez 3" draba
lehetdség, vagyis ennyi kiillonb6zo szelvényt tudok kitdlteni.

Altaldnosan: n*

Megjegyzés: a zsebszamologépeken ezt a funkciot egy nPr felirati gomb latja el, azonban, ha
a gép szigoruan definicid alapjan szamol, akkor nagy n érték mar gondot fog okozni. Lasd
feljebb!
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Miveletek

Hogyan tudom mégis kiszdmolni példaul a 90 alatt az 5 értékét, ha a zsebszamolom buta?
Ugy, hogy a tortet egyszertisitem:
90 90! _ 9089 B8R7B6RS! _ 90R9 RS R7}B6
E 5 E_ SIS SIRS! ) 5!
Ezt pedig mar barmilyen zsebszamoloba be tudom potydgni.

Kapcsolat, megjegyzések
Valoszinliségszamitasbol ezek bizony mind ujra eld fognak kertilni. ..
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